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This paper shows the analytical solution of a bond price with postponement of 
redemption by considering the special case of Ikeda and Kobayashi (2007). We can 
derive the solution by solving a Wiener-Hopf type integral equation, and such derivation 
does not have an example in others. Therefore the further development will be expected 













































企業の資産価値 t A はリスク中立確率の下で幾何ブラウン運動に従うと仮定する． 
 
() ( 0 ) tt t t dA A rdt dW W t σ =+ ≥ は標準ブラウン運動  
 
企業は 0 時点において年限 T Δ ，額面 f の発行済み債券を 1 単位保有している．企業は
() i ti T i N =Δ ∈ における資産価値
i t A が，時刻や状態に依存しない基準価値 Aを上回った




i t A が， Aを下回った場合，債権者は償還を猶予するか，倒産し資産を流動化するか 4
を選択することができる．償還を猶予する場合，また T Δ 後に償還日が訪れると仮定し，さ




























値の上限 Aを所与と仮定する( AA ≤ )．ある債券発行日における資産価値を A， T Δ 後の資
産価値を A % とし，債券価格の関数形を () FAとおくと， 
{} {} (;,) e x p ( )[() 1 () 1 ] AA AA FAAA rTEPA FA ≥< =− Δ + %% %%        (3.1) 
と求められる．ただし () PA % は債務返済が延期されなかった場合の債権者へのペイオフであ





fi f A A
PA






{} {} (;,) e x p ( )[ (() ( () ) ) 1 () 1 ] A AA A SAAA rTESA f FA SA ≥< =− Δ − − + %% %% %  
 
３．２  積分方程式の導出 
 
さて，ここで(3.1)式の債券価格式に着目する． A % は幾何ブラウン運動の性質より， 
22 1
log( ) (log( ) ( ) , )
2
A NA r TT σσ + −Δ Δ %            (3.2) 
を満たすことに注意する． () N ⋅ は標準正規分布の累積密度関数である． 
いま，便宜的に 




=− ⇔ =  




=− ⇔ = %
%  
と変数変換すると(3.1)式は新たに 
{0 } {0 } ( exp( )) exp( ) [ ( exp( ))1 ( exp( ))1 ] yy FA x rTEPA y FA y ≤> −= − Δ − + − ， 
(3.2)式は 
22 ((1 / 2 ), ) y Nx r T T σσ − −Δ Δ    
と書き換えられる． 
これを新たに 
( exp( )) ( ) FA x x ϕ −= ， 
{0 } exp( ) [ ( exp( ))1 ] ( ) y rTE PA y fx ≤ −Δ − =  
と置き直した上で(3.1)を積分表示すると， 
0 () () ( )() x fx kx y y d y ϕϕ
∞




1( ( 1 / 2 ) )








=− Δ ⋅ −
Δ
        ( 3 . 4 )  
とした積分方程式が得られる．  6
 
３．２  Wiener-Hopf 方程式 
 
積分方程式のうち， f を既知関数，ϕ を未知関数で，積分区間が 0 から正の無限大である
(3.3)の形式のものを Wiener-Hopf 方程式という．この方程式は宇宙空間における光の流れ




0 () () (,)() x fx lxyfy d y ϕ
∞
=+ ∫  
min( , )
0 (,) ( ) ( ) ( )( )
xy
l x y lxy lxy lxz lzy d z +− + − =− +− + − − ∫  
1

















































1 ( ) ( )exp( )
1 exp( )
2








=− ⋅ − −
∫
 
exp( ) R rT = −Δ  
bT σ = Δ  
2 (1 / 2) cr T σ = −Δ  
である．また j q
+ ， j q







+− += −  
2
2
(log 2 ) jj qq R j i
b
π






４．１  種々の積分方程式 
 
いま，4 種類の異なる積分方程式を比較する．ただし，
1() kL R ∈ 2を所与の関数とし，
1() f LR ∈ を既知関数，ϕ を未知関数とする． 
() ( )() () x kx y yd y fx ϕϕ
∞
−∞ −− = ∫ () x −∞< <∞ (4.1) 
0 () ( )() ()
x
x kx y yd y fx ϕϕ −− = ∫ (0 ) x < <∞ (4.2) 
() ( )() ()
x x kx y yd y fx ϕϕ
∞
−− = ∫ (0 ) x < <∞ (4.3) 
0 () ( )() () x kx y yd y fx ϕϕ
∞
−− = ∫ (0 ) x < <∞ (4.4) 
どれも似た構造に見えるが 4 つの積分方程式は積分区間が異なる． 
（4.1）は積分区間が負の無限大から正の無限大までである．この場合は両辺をフーリエ変
換するのが一般的である．関数k ，ϕ ， f のフーリエ変換をそれぞれ () K ξ () ξ Φ () F ξ と
すると，たたみこみ定理により， 
(1 ( )) ( ) ( ) KF ξ ξξ −Φ =() R ξ ∈ (4.5) 
となる．もし 
1( ) 0 K ξ − ≠ () R ξ ∈  
が成立するならば，(4.5)の両辺を1( ) K ξ − で割ってフーリエ逆変換することによって，一
意な解 () x ϕ が得られる事が知られている． 
（4.2） ， （4.3）は積分区間がそれぞれ 0 からｘ>０までとｘ>0 から正の無限大までだが，こ
れらは共に（4.1）の方法を応用して解くことができる． f ，ϕ を共に 0 x ≤ では 0 と拡張
し，さらにk について(4.2)では 0 x ≤ で 0，(4.3)では 0 x > で 0 と拡張することによって，
                                                  
2  ルベーグ積分の意味で |( ) |
I fx d x <∞ ∫ となるI 上の関数 f 全体を
1() LIと書く.また,R は実数全体
を表す集合である.以下.C は複素数全体,Z は整数全体の集合を表す.  8
(4.5)の形になることが容易に分かる．さらに，もし， 
1( ) 0 K ξ − ≠ () R ξ ∈  
の他に，(4.2)では 
1( ) 0 K ξ − ≠ () C ξ − ∈  
が，(4.3)では 
1( ) 0 K ξ − ≠ () C ξ + ∈  









0 () ( ) : ( ) () ( ) x xk x y y d y ϕϕ ϕ
∞
−= − − ∫ IK  
を Wiener-Hopf（WH）作用素といい， 
1 ( ): 1 ( )exp( ) Kk x i x d x ξξ
∞
−∞ −= − − ∫  
を WH 作用素() − IK のシンボルと呼ぶ．
1() LR，
1(0, ) L ∞ のフーリエ変換ℑによる像をそ
れぞれℜ + ℜ で表し，ℜから + ℜ への射影をP + と書く． 
{ }
1 1 : (() ) () | () () e x p ( ) , () LR G G gx ix d xg LR ξξ ξ
∞
−∞ ℜ=ℑ = = − ∈ ∫  
{ }
1 1
0 : ( (0, )) ( )| ( ) ( )exp( ) , (0, ) LG G g x i x d x g L ξξ ξ
∞
+ ℜ= ℑ ∞= = − ∈ ∞ ∫  
0 : ( )exp( ) ( )exp( ) P g xi x d x g xi x d x ξξ
∞∞
+ −∞ −− ∫∫ a  
(4.4)の未知関数ϕ と既知関数 f を
1(0, ) L ∞ に属すものとし，それらの片側フーリエ変換を
大文字で表す． 
0 ( ): ( )exp( ) x ix d x ξϕ ξ
∞
Φ= − ∫  
0 ( ): ( )exp( ) F fx ix d x ξξ
∞




() [ ( 1 ( ) ( ) ] ( ) fP K F ϕ ξξ ξ + −= ⇔−Φ = IK  
                                                  
3    この節は上村（2001）を参考にしている．  9
が言える．                                  ■  
 




２つの WH 作用素 
0 () ( ) : ( ) ( ) ( ) ( 1 , 2 ) ii xx k x y y d y i ϕϕ ϕ
∞
−= − − = ∫ IK  
において， 1() 0 ( 0 ) kx x => ， 2() 0 ( 0 ) kx x = < の少なくとも一方が成立しているとする．
このとき， 12 () () −− IKIKも WH 作用素になりそのシンボルは 12 (1 ( ))(1 ( )) KK ξ ξ − − で与


















⋅ − + )) ( 1 ( 2 ξ K P














⋅ − + )) ( 1 ( 2 ξ K P





1( ) 0 K ξ − ≠ () R ξ ∈  
を仮定する．このとき1( ) K ξ − は 










−= − − ⎜⎟ + ⎝⎠























で定義される回転数(winding number)である．また，1( ) K ξ ± − は { } :| I m0 C ξξ = > m m で
正則，その閉包Cm で連続で零点を持たず，
1(0, ) kL ± ∈ ±∞ によって， 
0 1 ( ) 1 ( )exp( ) Kk x i x d x ξξ
∞
++ −= − − ∫ () R ξ ∈  
0
1( ) 1 ( ) e x p () Kk x i x d x ξξ −− −∞ −= − − ∫ () R ξ ∈  
と表される．                                 ■  
 
この補題３の証明は以下の定理 4 及び４’がエッセンスである． 
 
定理 4 
Dを複素平面C における領域で，0 D ∈ とする． () z φ をDにおいて正則な関数で (0) 0 φ =
を満たすものとする．
1() f LR ∈ に対し，閉曲線 () zf ξ = ℑ () ξ −∞≤ ≤∞ がD内にあるな
らば， 
(( ) ) ( ) f g φ ξξ ℑ= ℑ () R ξ ∈  
となる 
1() gL R ∈  
がある．                                   ■  
 
定理 4’ 
定理 4 の仮定に加えて，さらに ( ) 0( 0) fx x = < ， () f D ξ ℑ ∈ () C ξ − ∈ を仮定する．この
とき定理4で得られた
1() gL R ∈ は () 0 ( 0 ) gx x = < を満たす．             ■  
（定理４・４’とも証明は上村（2001）参照のこと） 
 
以降，回転数 0 κ = の場合のみ考える． 
 
補題 3 を証明する． 
  11
証明 
定理 4 より， ( ) 1 exp( ) zz φ =− とおくと， 
1 ( ) exp ( )exp( ) Kg x i x d x ξξ
∞
−∞
⎡ ⎤ −= − ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ∫  
となる
1() gL R ∈ が存在する． 
そこで，K± を 
0 1 ( ): exp ( )exp( ) Kg x i x d x ξξ
∞
+
⎡ ⎤ −= − ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ∫  
0
1 ( ): exp ( )exp( ) Kg x i x d x ξξ − −∞
⎡ ⎤ −= − ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ∫  
と定義する． 
0 ( ) 1 exp ( )exp( ) Kg x i x d x ξξ
∞
+
⎡⎤ =− − ⎢⎥ ⎣⎦ ∫ より， ( ) 1 exp( ) zz φ = − ，DC = とおいて定理 4´
を適用することにより，
1(0, ) kL + ∈∞ の存在がわかる．同様の議論により，
1(, 0 ) kL − ∈− ∞
の存在がわかり，補題３が証明された．                       ■ 
 
作用素() − IK のシンボル1( ) K ξ − を補題3のように分解し得られた () kx ± によってWH作
用素() ± − IKを 
0 () ( ) : ( ) ( ) ( ) x xk x y y d y ϕϕ ϕ
∞




( )() () ( )()
() ( )()
x
x xk x y y d y













( )() () x fx ϕ + − = IK  
は(4.2)と同形， 
同様に， 
0 ( )() () ( )()
() ( )()
x
x xk x y y d y














( )() () x fx ϕ − − = IK  
は（4.3）と同形となり，共に積分方程式を解くことができる． 
いま，補題２より  12
() ( ) ( ) − + − =− − IK IK IK  
であるから，よって（4.4）の積分方程式は 
11 () ( )( ) () x fx ϕ
−−













とする．このとき1( ) 0 f ξ −ℑ≠ () C ξ − ∈ を満
たす










() R ξ ∈  
となる




補題３における () K ξ ± に系 5 を適用すると， 
0
1
1 ( )exp( )
1( )








− ∫ () R ξ ∈  
となる
1(0, ) lL ± ∈± ∞ の存在が得られる． 
これを用いて( )() () x fx ϕ ± −= IK の両辺をフーリエ変換すると 
(1 ( )) ( ) ( ) KF ξ ξξ ± −Φ = () R ξ ∈  





( ) 1 ( )exp( )
F
K












0 () () ( )() x fx l x yfy d y ϕ
∞
± =+ − ∫  
を得る．つまりこれから 
1
0 ( ) () () ( )() f xf x l x y f y d y
∞ −









() ( )( ) ()
() ( )()
() ( ) () ( )
() [ ( )() ( )()
() () ( ) ]
xf x
fx l x yfy d y
lxy d yfy lyz f z d z
f xl x y f y d y l x y f y d y























()0 lx ± = m (0 ) x ≥ に注意して 
0 () () (,)() x fx lxyfy d y ϕ
∞
=+ ∫  
ただし 
max( , )
0 ( , ) : () () () ()
xy
l x y lxy lxy lxz lzy d z +− + − =− +− + − − ∫  
が得られる． 
 
４．３  計算 
 
では，実際に我々の積分方程式 
0 () ( )() () x kx y yd y fx ϕϕ
∞
−− = ∫  
22
2
1( ( 1 / 2 ) )














Step１．フーリエ変換より WH 作用素のシンボル1( ) K ξ − を求める． 
Step２．補題 3 に沿って， () gxを求めることにより1( ) ( 1 ( ) ) ( 1 ( ) ) KK K ξ ξξ −+ − =− − に分
解する． 





exp( ) R rT = −Δ   14
bT σ = Δ  






















(( ( , ) ) )
exp( )
2
Kk x i x d x
xc
























2 1 ( ) 1 exp( )
2
b





この1( ) K ξ − は R ξ ∈ で1( ) 0 K ξ −≠ である． また回転数κ について， ξ −∞≤ ≤∞でのC に
おける閉曲線1( ) K ξ − は１を出発してC 上をぐるぐる回ってまた１に戻ってくるが，その
間の1( ) K ξ − の実部がとる最小値は 0 ξ = のとき1( 0 ) R − > である． よって， ξ −∞ ≤ ≤ ∞で
1( ) K ξ − は 0 の周りを 1 度も回らないことがわかるので， 
0 κ =  
が言える． 
 
よって補題 3 の証明より 
1 ( ) exp ( )exp( ) Kg x i x d x ξξ
∞
−∞
⎡ ⎤ −= − ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ∫  





( ) log(1 ( ))exp( )
2
1


















と求められる． () gxはこれ以上簡単な形にならないが，これを用いて1( ) K ξ ± − を求める
のが本来の目標なので，特に問題はない． 
ここで，1( ) K ξ ± − を求める際にlog(1 ( )) K ξ − の正則性が問題になるので，1( ) K ξ − の零点
を C ξ ∈ で調べる． 
2
2 1 exp( ) 0
2
b




2 log 2 0
2
b


























+− += −  
2
2
(log 2 ) jj qq R j i
b
π
+− =− +  
で， Im( ) 0 j q
± ±> である． 
いま1( ) K ξ − の零点 j q
± () j Z ∈ を用いると， 
1( )
















log(1 ( )) ( ) log( ) log( ) j j
jj
Kh q q ξξ ξ ξ
+ − −= + − + − ∑ ∑  
なので，log(1 ( )) K ξ − はC 上で正則な関数 () h ξ ，Cm でのみ正則な関数 () j
j
q ξ
± − ∑ の 3 つ
の関数の和に分解される． 
これを () gxの式に代入すると  16
1
( ) ( ) log( ) log( ) exp( )
2
1
( ( )exp( )
2





gx h q q ixd
hi x d
q i xd q i xd




















であるが， jZ ∀∈ に対し 
log( )exp( ) 0 j qi x d ξξ ξ
∞ ±
−∞ − = ∫ (0 ) x > m  
であるから， 
1










hi x d q i x d x
gx
h i xd q i xd x
ξξ ξ ξ ξ ξ
π


















log(1 ( )) ( )exp( )
1
( ( )exp( ) log( )exp( ) )exp( )
2
1
( ( ) exp( ( ) )
2





Kg x i x d x
h i xd q i xd i xd x
hd i x d x
qd i x d x
ξξ














′′ ′ ′ ′ ′ =+ − −
′′ ′ =− −








0 exp( ) ix d x ξ
∞
















ℑ =+  
となることが知られていることから，  17
11
log(1 ( )) ( ( ) ( )
2( )
1








ξξ π δ ξ ξ ξ
πξ ξ







′′ ′ −= − + ⎜⎟ ′ − ⎝⎠
⎛⎞





log(1 ( )) ( ) log( ) j
j
Kh q ξξ ξ
+
+ −= + − ∑  
ゆえに 
1 ( ) exp( ( )) ( ) j
j
Kh q ξξ ξ
+
+ −= − ∏  
が得られる． 
同様の計算により 




− −=− ∏  
が得られる．また，解の形式から1( ) K ξ ± − は明らかにCm で正則で，その閉包Cm で連続で




系 5 より () lx ± を求める． 
0 x > で 
11
( ) 1 exp( )
21 ( )
11
exp( ( )) 1 exp( )
2( )
1


























=− ⎜⎟ − ⎝⎠
⎛⎞
⎜⎟













Re exp( ( )) 1 exp( )
()
1
lim exp( ( )) ( ) exp( )
()

































































() j Z ∈  
0 x < では 0 である． 
同様に， 
11
































=− ⎜⎟ − ⎝⎠
⎛⎞
⎜⎟












Re 1 exp( )
()
1
































































() j Z ∈  




0 (,) ( ) ( ) ( )( )
xy
l x y lxy lxy lxz lzy d z +− + − =− +− + − − ∫  
に代入し 
0 () () (,)() x fx lxyfy d y ϕ
∞
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